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В работе определяются аналоги известных в теории классов Фиттинга операторов «*»,«
*
» и секций Локетта на множе-
стве фиттинговых X-функторов (X – некоторый непустой класс Фиттинга). При этом секцией Локетта сопряженного 
фиттингова X-функтора f называем множество Locksec(f) = {g: g – сопряженный фиттингов X-функтор и f* = g*}. 
Доказано, что для любого сопряженного фиттингова X-функтора f секция Локетта содержит наибольший элемент. 
Кроме того, определены условия, при которых секция Локетта содержит наименьший элемент. 
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In the paper analogues of the known in the theory of Fitting classes operators «*», «
*
» and the Lockett sections on the set of 
Fitting X-functors (X is some non-empty Fitting class) are defined. By the Lockett section of a conjugate Fitting X-functor f we 
mean the set Locksec(f) = {g: g is a conjugate Fitting X-functor and f* = g*}. It is proved that the Lockett section of a conjugate 
Fitting X-functor contains the largest element. Besides we describe conditions under which the Lockett section contains the 
smallest element. 
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Введение 
Хорошо известны своими приложениями 
для исследования классов конечных групп и их 
характеризации операторы «*» и «*», которые 
были определены Локеттом [1]. Напомним, что 
каждому непустому классу Фиттинга F операто-
ры «*» и «*» сопоставляют соответственно класс 
F* – наименьший из классов Фиттинга, содер-
жащих F, такой, что для всех групп G и H спра-
ведливо равенство (G×H)F*=GF*×HF*, и класс F* – 
пересечение всех таких классов Фиттинга X, для 
которых X*=F*.. В последующем классы Фит-
тинга стали называть классами Локетта, если 
F = F*. Примечателен тот факт, что семейство 
классов Локетта обширно: каждый класс Фит-
тинга, замкнутый относительно хотя бы одной из 
операций Q, R0, SF (см., например, [2, предложе-
ние X.1.25]), в частности, все формации Фиттин-
га являются классами Локетта. Более того, по-
средством таких классов оказались возможными 
изящные характеризации нормальных классов 
Фиттинга, радикалов и инъекторов.  
Базируясь на синтезе понятий радикала и 
инъектора, в серии крупных работ Бейдельмана, 
Брюстера и Хаука [3], [4], Бейдельмана, Галлед-
жи [5], Бейдельмана, Хаука [6] были заложены 
основы теории фиттинговых функторов в классе 
S всех конечных разрешимых групп. Напомним, 
что отображение f, которое сопоставляет каждой 
группе G из класса S некоторую непустую сис-
тему ее подгрупп f(G), называют фиттинговым 
функтором [3], если выполняется следующее 
условие: 
{α(X): X ∈ f(G)} = {α(G) ∩ Y: Y ∈ f(H)} 
для любого мономорфизма α: G → H такого, что 
α(G) – нормальная подгруппа группы H. Заме-
тим, что если F – непустой класс Фиттинга, то 
отображения  f = InjF и g = RadF, сопоставляющие 
каждой   группе  G ∈ S  множества  InjF(G)  ее  
F-инъекторов и RadF(G) ее F-радикалов, являют-
ся фиттинговыми функторами (см., например, [2, 
лемма IX.1.1] и [2, замечание IX.1.3]). 
Значительный интерес с точки зрения при-
ложений в теории классов представляет поиск 
функторных аналогов операторов Локетта. Впер-
вые в разрешимом случае так называемые функ-
торы Локетта и секции Локетта были  построены 
в [4]. Напомним, что в теории классов Фиттинга 
множество всех таких классов Фиттинга X, что 
F*=X*, называют [2] секцией Локетта класса 
Фиттинга F и обозначают Locksec(F). Ключевым 
моментом для исследований структуры классов 
Фиттинга явился тот факт, что каждая секция 
Локетта класса Фиттинга F содержит наимень-
ший и наибольший по включению и по сильному 
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вложению элементы, которыми являются классы 
Фиттинга F* и F* соответственно (см., например, 
[2, теорема X.1.17]). Однако, как установлено в 
[4], в универсуме S решение задачи построения 
секции Локетта и существования наименьшего и 
наибольшего по включению элементов этой сек-
ции для произвольных фиттинговых функторов в 
общем случае невозможно. Вместе с тем, Бей-
дельманом, Брюстером и Хауком доказано суще-
ствование наибольшего элемента секции Локетта 
для любого сопряженного фиттингова функтора 
[4, теорема 6.1] и наименьшего элемента для со-
пряженного фиттингова функтора с заданными 
свойствами [4, теорема 7.9].  
В настоящей работе мы развиваем указан-
ные выше результаты [4] в двух направлениях. 
Во-первых, следуя [7], мы определяем функтор в 
некотором непустом классе Фиттинга X. Во-
вторых, мы не требуем разрешимости групп из 
класса X. Нами определяется секция Локетта для 
любого сопряженного фиттингова X-функтора и 
показано, что такая секция всегда содержит наи-
больший элемент, а также определяются те усло-
вия, при которых она содержит наименьший 
элемент. 
 В определениях и обозначениях мы следуем 
[2]. В работе рассматриваются только конечные 
группы. 
 
1 Предварительные сведения 
Напомним, что классом Фиттинга называет-
ся класс групп F, замкнутый относительно нор-
мальных подгрупп и произведений нормальных 
F-подгрупп. Если F – непустой класс Фиттинга, 
то подгруппа GF группы G называется ее F-ра-
дикалом, если она является наибольшей из нор-
мальных F-подгрупп группы G. 
Если X – некоторый непустой класс Фит-
тинга, то отображение f, которое каждой группе 
G ∈ X ставит в соответствие некоторое непустое 
множество ее подгрупп f(G), называют фиттин-
говым X-функтором [7], если выполняются сле-
дующие условия: 
(i) если α: G → α(G) – изоморфизм, то 
f (α(G)) = {α(X): X ∈ f(G)}; 
(ii) если N – нормальная подгруппа группы 
G, то 
f (N) = {X ∩ N: X ∈ f(G)}. 
Коротко множество {α(X): X ∈ f(G)} будем 
обозначать через α(f(G)), а множество 
{X ∩ N: X ∈ f(G)} – через f(G) ∩ N. 
Фиттингов X-функтор называется сопря-
женным, если для каждой группы G ∈ X множе-
ство f(G) есть класс сопряженных подгрупп 
группы G. 
Напомним, что подгруппу X группы G на-
зывают p-нормально вложенной, если силовская 
p-подгруппа   группы   X   является   силовской  
p-подгруппой некоторой нормальной подгруппы 
группы G. Фиттингов X-функтор f назовем p-нор-
мально вложенным, если каждая подгруппа 
X ∈ f(G) является p-нормально вложенной под-
группой группы G. Если f является p-нормально 
вложенным для всех p ∈ P, то такой фиттингов 
X-функтор будем называть нормально вложен-
ным. 
Подгруппа Н группы G называется пронор-
малъной в G, если для любого x ∈ G подгруппы 
Н и Hx сопряжены между собой в <Н,Hx>. Функ-
тор f назовем пронормальным, если каждая под-
группа X ∈ f(G) является пронормальной в груп-
пе G. 
Введем на множестве сопряженных фиттин-
говых X-функторов отношение “<<” следующим 
образом. Если f и g – сопряженные фиттинговы 
X-функторы, то функтор f назовем сильно вло-
женным в g и обозначим f << g, в том и только в 
том случае, когда для любой подгруппы X ∈ f(G) 
существует такая подгруппа Y ∈ g(G), что X ≤ Y. 
Пусть G – группа, m ≥ 2 – натуральное чис-
ло и ...m
m
G G G G= × × ×	
 . Тогда отображение πi: 
Gm → G такое, что πi(g1,g2,…,gm) = gi для 
(g1,g2,…,gm) ∈ Gm, называют проекцией группы 
Gm на i-ую компоненту для i ∈ {1,2,…,m}. 
Следуя [4], введем  
Определение 1.1.  
(1) Пусть  группа  G ∈ X,  f – фиттингов   
X-функтор, m ≥ 2 – натуральное число. Группу 
T ∈ f(Gm) назовем удовлетворяющей условию 
(αm), если из того, что (x1,x2,…,xm)∈ T следует 
1
1 1,1,...,1, ,1,...,1
j
x x T−
⎛ ⎞∈⎜ ⎟⎝ ⎠
 для всех j ∈ {2,3,…,m}. 
(2) Фиттингов X-функтор f назовем удов-
летворяющим условию (αm), если для любой груп-
пы G в каждом сопряженном классе из f(Gm) 
существует подгруппа T, удовлетворяющая ус-
ловию (αm). 
Следуя доказательству утверждений 3.6, 
3.9, 3.12, 3.13 [4] для S-функторов, легко убе-
диться  в  их  справедливости для фиттинговых 
X-функторов в общем случае. Указанные утвер-
ждения [4] мы сформулируем в виде четырех 
лемм, которые мы будем использовать для по-
строения секции Локетта фиттингова X-функтора 
и изучения ее структуры. 
Лемма 1.2. Пусть f – сопряженный фит-
тингов X-функтор, группа G ∈ X, m ≥ 2 – 
натуральное число и подгруппа T из f (Gm) удов-
летворяет условию (αm). Тогда  π1(T) = πi(T) для 
всех i ∈ {1,2,…,m}. 
Лемма 1.3. Пусть f – сопряженный фит-
тингов X-функтор, G ∈ X и подгруппа T ∈ f (Gm). 
Тогда существует подгруппа S ∈ f (G2) такая, 
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что (g, g-1) ∈ S для всех g ∈ π1(T) и справедливо 
равенство π1(S) = π1(T). 
Лемма 1.4. Пусть f – фиттингов X-функ-
тор. Тогда следующие условия эквивалентны: 
1) f удовлетворяет условию (αm) для неко-
торго m ≥ 2; 
2) f удовлетворяет условию (αm) для всех 
m ≥ 2; 
3) f – сопряженный фиттингов X-функтор. 
Лемма 1.5. Пусть f – сопряженный фит-
тингов X-функтор, G ∈ X и подгруппа T ∈ f (G2) 
удовлетворяет условию (α2). Тогда подгруппа T 
может быть представлена в виде 
( ) ( ) ( )1 1, :T V V x x x Tπ−= × ∈ , 
где ( )( ) ( )( )1 21 1V T G T Gπ π= × = ×∩ ∩ . 
 
 2 X-функторы Локетта 
Вначале определим на множестве фиттин-
говых X-функторов оператор “*” – аналог опера-
тора Локетта на множестве классов Фиттинга. 
Заметим, что [2, теорема X.1.8] для любого клас-
са Фиттинга F конечных разрешимых групп 
справедливо включение F << F∗. Вместе с тем, 
установлено [4], что для несопряженного фит-
тингова S-функтора fs такого, что 
fs(G) = {U: U ≤ G}, не существует функтора f*, 
для которого f <<f*. Хотя, как установлено в [4], 
для сопряженных фиттинговых S-функторов 
можно определить S-функтор f* такой, что ука-
занное свойство выполняется. 
Следуя [4], для фиттингова X-функтора f  
введем определение X-функтора f* в общем слу-
чае, когда X – некоторый непустой класс Фит-
тинга. 
Определение 2.1.   Пусть   f – фиттингов  
X-функтор. Определим функтор f* следующим 
образом: 
f*(G) = {π1(T): T ∈ f (G × G)} 
для любой группы G ∈ X, где π1 – проекция первой 
компоненты G × G на G. 
 Лемма 2.2. Пусть G ∈ X и f – сопряженный 
фиттингов X-функтор. Тогда справедливы 
следующие утверждения: 
 (1) если подгруппы U ∈ f(Gm), V ∈ f(Gn), то 
πi(U) и πj(V) являются сопряженными 
подгруппами группы G для всех i ∈ {1,…,m} и 
j ∈ {1,…,n}; 
 (2) множество f*(G) является характери-
стическим классом сопряженных подгрупп. 
 Доказательство. (1)  Так  как  фиттингов  
X-функтор f сопряженный, то по лемме 1.4 под-
группа U удовлетворяет условию (αm), а под-
группа V удовлетворяет условию (αn). Но тогда 
по лемме 1.2 π1(U) = πi(U) и π1(V) = πi(V). Кроме 
того, по лемме 1.3 существуют такие подгруппы 
S и T из f(G2), что π1(U) = π1(S) и π1(V) = π1(T). 
Ввиду сопряженности функтора f существует 
элемент (g1,g2) ∈ G2 такой, что T(g1,g2) = S. Таким 
образом, 
π1(V)g1 = π1(T)g1 = π1(S) = π1(U). 
 (2) Ввиду утверждения (1) множество f*(G) 
является классом сопряженных подгрупп. Пока-
жем, что этот класс является характеристиче-
ским. Действительно, пусть α ∈ Aut(G). Опреде-
лим автоморфизм θ ∈ Aut(G2) следующим обра-
зом: θ(g1,g2) = (α(g1),g2), где (g1,g2) ∈ G2. Пусть 
T ∈ f(G2). Тогда θ(T) ∈ f(G2) и π1(θ(T)) ∈ f*(G). Но 
π1(θ(T))=α(π1(T)). Следовательно, α(π1(T))∈ f*(G). 
 Лемма доказана. 
 Следующая теорема является аналогом из-
вестных свойств операторов Локетта [1] в теории 
классов Фиттинга (см. также [2, теорема X.1.8]). 
 Теорема 2.3. Пусть f – сопряженный фит-
тингов X-функтор. Тогда  
 (1) f* – сопряженный фиттингов X-функ-
тор; 
 (2) пусть i ∈ {1,2,…,m}, тогда 
f*(G) = {πi(T): T ∈ f (Gm)}; 
 (3) (f*)*=f*. 
 Доказательство. (1) Пусть группы G, H∈X, 
α – изоморфизм G на H. Определим изоморфизм 
α1 группы G2 на группу H2 следующим образом: 
α1(g1,g2) = (α(g1),α(g2)), где (g1,g2) ∈ G2. 
 Пусть R ∈ f(G2), тогда с учетом условия (i) 
определения фиттингова X-функтора получим 
α1(R) ∈ α1(f(G2)) = f(α1(G2)) = f(H2). 
 Следовательно, ввиду определения 
изоморфизма α1 
α(π1(R)) = π1(α1(R)) ∈ f*(H) = f*(α(G)). 
Таким образом, 
α(f*(G)) ⊆ f*(α(G)). 
 Докажем обратное включение. Пусть π1(S) 
∈ f*(H) = f*(α(G)), где S ∈ f(H2). Тогда ввиду оп-
ределения фиттингова X-функтора 
α1–1(S) ∈ α1-1(f(H2)) = f(α1-1(H2)) = f(G2). 
Следовательно, π1(α1-1(S)) ∈ f*(G). Но так как 
π1(α1-1(S)) = α–1(π1(S)), то π1(S)∈ α(f*(G)). Полу-
чим 
f*(α(G)) ⊆ α(f*(G)) 
и условие (i) определения фиттингова X-функ-
тора выполняется. 
 Проверим для f* выполнимость условия (ii) 
определения фиттингова X-функтора. 
Пусть G ∈ X, N – нормальная подгруппа 
группы G и T ∈ f(G2). С учетом леммы 1.4 суще-
ствует элемент (g1,g2) ∈ G2 такой, что подгруппа 
T(g1,g2) удовлетворяет условию (α2). Тогда, если 
n ∈ N ∩ π1(T(g1,g2)), то (n,n-1) ∈ N2 ∩ T(g1,g2) ∈ f(N 2). 
Следовательно,  
N ∩ π1(T)g1 = N ∩ π1(T(g1,g2)) = 
= π1(N2 ∩ T(g1,g2)) ∈ f*(N). 
Таким образом, f*(G) ∩ N ⊆ f*(N). Кроме того, по 
лемме 2.2 f*(G) ∩ N и f*(N) – классы 
сопряженных подгрупп группы N.  
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 Следовательно, f*(G) ∩ N = f*(N). 
 Утверждение (2) следует непосредственно 
из утверждения (1) и леммы 2.2. 
 Докажем утверждение (3). Пусть группа 
G ∈ X и π4,2 – проекция подгруппы из G4 на пер-
вые две компоненты, π2,1 – проекция подгруппы 
из G2 на первую компоненту и π4,1 – проекция 
подгруппы из G4 на первую компоненту. Так как 
π4,1 = π2,1°π4,2, то 
(f*)*(G) = {π2,1(W): W ∈ f*(G2)} = 
= {π2,1(W): W = π4,2(X), X ∈ f(G4)} = 
= {π4,1(X): X ∈ f(G4)}. 
Тогда ввиду утверждения (2) получим f*(G) = 
= {π1(X): X ∈ f (G4)}. Таким образом, (f*)*=f*. 
 Лемма доказана. 
 Конкретные случаи фиттингова X-функтора 
f* можно определить, используя основные объ-
екты теории классов Фиттинга – радикалы и 
инъекторы. Это подтверждает следующий 
 Пример 2.4. Пусть f – фиттингов X-функтор. 
 (а) Пусть X = E, F – класс Фиттинга и 
f(G) = RadF(G) = {GF}. Тогда f* = RadF*. Действи-
тельно, если f(G × G) = {(G × G)F}, то по теореме 
Х.1.4 [2] получим f*(G)={GF*}. 
 (б) Пусть F – класс Фиттинга, π = π(F) и 
X = FSπ. Если InjF(G) = {X: X – F-инъектор груп-
пы G}, то с учетом теорем II.2.5.3 [8], X.1.5 [2] и 
X.1.33 [2] получим f* = InjF*. 
 
 3 Секция Локетта фиттингова X-функ-
тора 
Следуя [1], [4], определим для сопряженных 
фиттинговых X-функторов понятие секции Ло-
кетта. 
Определение 3.1. Пусть f – сопряженный 
фиттингов X-функтор. Тогда секцией Локетта 
назовем множество 
Locksec(f) = {g: g – сопряженный фиттингов  
X-функтор и f* = g*}. 
Некоторые простейшие свойства секций 
Локетта фиттинговых X-функторов представляет 
Замечание 3.2. Напомним, что если f и g – 
наследственные фиттинговы X-функторы, то 
произведением X-функторов f ° g называется [7] 
множество  
{X: X ∈ f(Y) для некоторой подгруппы Y ∈ g(G)}. 
Если f – фиттингов X-функтор, π – множест-
во простых чисел, то непосредственной провер-
кой можно показать, что класс групп 
Lπ(f) =(G ∈ X: |G : X | – π΄-число для всех X∈ f(G)) 
является классом Фиттинга. 
Если π = P, то класс Lπ(f) обозначают L(f). 
Пусть F – класс Фиттинга, X = FSπ (π = π(F)) 
и фиттингов X-функтор f = InjF(G). Тогда ввиду 
теоремы II.2.5.3 [8] f – сопряженный фиттингов 
X-функтор, и поэтому, используя пример 2.4 (б), 
получаем: 
(а) Если g, h ∈ Locksec (f), то 
g ° h ∈ Locksec(f). 
(б) Если g ∈ Locksec (f), то L(g)∈Locksec(F). 
(в) Пусть g ∈ Locksec (f). Тогда существует 
класс Фиттинга H ∈ Locksec(F) такой, что 
g = InjH(G) в том и только в том случае, когда 
g ° f* = g. 
(г) Если X = S и g ∈ Locksec (f), то 
g ° RadS* ∈ Locksec (f). 
Следующая теорема устанавливает сущест-
вование наибольшего по сильному вложению 
элемента секции Локетта для сопряженного 
фиттингова X-функтора. 
Теорема 3.3. Пусть f – сопряженный фит-
тингов X-функтор. Тогда g <<f* для всех 
g∈ Locksec (f). 
 Доказательство. Покажем вначале, что 
произвольный фиттингов X-функтор g сильно 
вложен в функтор g*. Пусть X – подгруппа из 
g(G). Так как группы G и G × 1 изоморфны, то  
X × 1 ∈ g(G × 1). 
Кроме того, G × 1 – нормальная подгруппа груп-
пы G × G. Следовательно, существует подгруппа 
T из f(G × G) такая, что 
X × 1 = T ∩ (G × 1). 
Таким образом, X ≤ π1(T) ∈ g*(G) и g << g*. 
 Пусть теперь функтор g∈ Locksec (f). Тогда 
с  учетом  определения секции Локетта получим 
g << g* = f*. Теорема доказана. 
Для того, чтобы определить условия, при 
которых секция Локетта фиттингова X-функтора 
имеет наименьший элемент, введем 
Определение 3.4. Пусть f – сопряженный 
фиттингов X-функтор 
(1) функтор f назовем удовлетворяющим 
нормализаторному условию, если V ⊴ NG(π1(T)) 
для всех групп G ∈ X, T ∈ f (G × G) таких, что 
T ∩ (G × 1) = V × 1 и V ∈ f (G); 
(2) секцию Локетта Locksec (f) назовем 
удовлетворяющей нормализаторному условию 
или просто N-секцией, если каждый функтор 
g ∈ Locksec (f) удовлетворяет нормализаторно-
му условию. 
Пример 3.5. Пусть f – сопряженный нор-
мально вложенный фиттингов S-функтор. Тогда 
f удовлетворяет нормализаторному условию. 
Действительно, если T ∈ f (G × G) и V – подгруп-
па из f (G) такая, что T ∩ (G × 1) = V × 1, то ввиду 
теоремы 6.1 [3] V является пронормальной и 
субнормальной подгруппой группы NG(π1(T)). 
Следовательно, V ⊴ NG(π1(T)). Кроме того, по 
теореме 6.5 [4] фиттингов S-функтор f* также 
является нормально вложенным. Следовательно, 
секция Локетта Locksec (f) является N-секцией. 
 Лемма 3.6. Пусть f – сопряженный фит-
тингов X-функтор и группа G ∈ X. Тогда спра-
ведливы следующие утверждения: 
О наименьших и наибольших элементах секции Локетта фиттингова функтора 
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 (1) Если T и R – подгруппы из f(G × G) и T 
удовлетворяет условию (α2), то подгруппа R 
удовлетворяет условию (α2), если и только если 
существует элемент x ∈ G такой, что R = T(x,x). 
 (2) Если подгруппа L ∈ f*(G), то существу-
ет подгруппа T ∈ f (G × G), удовлетворяющая 
условию (α2) и π1(T) = L. 
 (3) Если f удовлетворяет нормализаторно-
му условию, T и R – подгруппы из f(G × G) такие, 
что π1(T) = π1(R) и T ∩ (G × 1) = V × 1, 
R ∩ (G × 1) = U × 1, где V, U – подгруппы из f (G), 
то V = U. Более того, если T и R удовлетворяют 
условию (α2), то T = R. 
 Доказательство. (1) Пусть подгруппа 
T ∈ f (G × G) и удовлетворяет условию (α2). По-
кажем, что для любого элемента x ∈ G подгруппа 
T(x,x) также удовлетворяет условию (α2). Если 
t(x,x) = (t1x, t2x) ∈ T(x,x),  то t = (t1,t2) ∈ T. Так как 
подгруппа T удовлетворяет  условию (α2), то 
(t1,t1-1) ∈ T. Тогда (t1x, (t1-1)x) = (t1x, (t1x)-1) ∈ T(x,x) и 
определение 1.1 выполняется для m = 2. 
 С другой стороны, если R – подгруппа из 
f(G × G), удовлетворяющая условию (α2), то вви-
ду сопряженности фиттингова X-функтора f су-
ществует элемент (g,h) ∈ G × G такой, что 
T(g,h) = R. Тогда  
π1(R) = π1(T(g,h)) = π1(T)g. 
 Пусть V и U – подгруппы из f (G) такие, что  
T ∩ (G × 1) = V × 1,                  (3.1) 
R ∩ (G × 1) = U × 1.                 (3.2) 
Тогда из равенства (3.1) получим 
(T ∩ (G × 1))(g,h) = (V × 1)(g,h) и T(g,h) ∩ (G × 1) =  
=Vg × 1. Следовательно, R ∩ (G × 1) = Vg × 1 и 
ввиду равенства (3.2)  Vg = U. 
Пусть (t1,t2) ∈ T, тогда (t1,t2)(g,g) ∈ T(g,g). По-
кажем, что (t1,t2)(g,g) ∈ R. По лемме 1.2 
π2(T) = π1(T). Тогда t2 ∈ π1(T)  и по определению 
группы, удовлетворяющей условию (α2), полу-
чим (t2,t2-1) ∈ T. Но тогда (t1t2,1) = (t1,t2)(t2,t2-1) 
также принадлежит группе T. Кроме того, ввиду 
равенства (3.1) элемент t1t2 ∈ V. Но тогда 
(t1t2)g ∈ Vg = U. Ввиду равенства (3.2) получаем 
((t1t2)g,1) ∈ R. Кроме того, 
t2g ∈ π2(T)g = π1(T)g = π1(R). Но так как группа R 
удовлетворяет условию (α2), то (t2g,(t2g)-1) = 
= (t2g,(t2-1)g) ∈ R. Следовательно, обратный эле-
мент (t2g,(t2g)-1)-1 = ((t2g)-1,t2g) ∈ R. Тогда из равен-
ства (t1g,t2g) = ((t1t2)g,1)((t2g)-1,t2g) следует, что 
(t1,t2)(g,g) ∈ R и T(g,g) ≤ R. Но R = T(g,h). Следова-
тельно, T(g,g) = R. 
(2) Пусть L – подгруппа из f*(G). Тогда по 
определению 2.2 существует подгруппа 
R ∈ f (G × G) такая, что π1(R)=L. Так как f – 
сопряженный фиттингов X-функтор, то по лемме 
1.4 существует подгруппа S ∈ f (G × G), которая 
удовлетворяет условию (α2). Кроме того, ввиду 
сопряженности функтора S(g,h) = R для некоторо-
го (g,h) ∈ G × G. По утверждению (1) подгруппа 
T = S(g,g) также удовлетворяет условию (α2). Но 
тогда 
π1(T) = π1(S(g,g)) = π1(S(g,h)) = π1(R)=L. 
(3) Пусть T и R – подгруппы из f(G × G). То-
гда ввиду сопряженности фиттингова X-функ-
тора f существует элемент (g,h) ∈ G × G такой, 
что T(g,h) = R. Ввиду  того, что T ∩ (G × 1) = V × 1, 
где V ∈ f (G), получаем 
T(g,h) ∩ (G × 1) = Vg × 1. 
Но тогда R ∩ (G × 1) = Vg × 1. Кроме того, по 
условию R ∩ (G × 1) = U × 1, где U ∈ f (G). Сле-
довательно, Vg = U. 
С другой стороны, так как X-функтор f удов-
летворяет нормализаторному условию, то 
V ⊴ NG(π1(T)). Кроме того, ввиду равенства 
T(g,h) = R следует π1(T)g = π1(R) = π1(T). Таким об-
разом, g ∈ NG(π1(T)). Следовательно, V = Vg = U. 
Пусть теперь подгруппы T и R удовлетво-
ряют условию (α2). Тогда ввиду леммы 1.5 
( ) ( ) ( )1 1, : .T V V x x x Tπ−= × ∈  
Но так как по условию π1(T) = π1(R) и по дока-
занному V = U, то 
( ) ( ) ( )1 1, :T U U x x x R Rπ−= × ∈ = . 
Лемма доказана. 
Следующая теорема доказывает существо-
вание наименьшего элемента по сильному вло-
жению для N-секции Локетта сопряженного 
фиттингова X-функтора. 
Теорема 3.7. Пусть f – сопряженный фит-
тингов X-функтор и Locksec (f) является N-сек-
цией. Тогда Locksec (f) содержит наименьший по 
сильному вложению элемент f*. 
Доказательство.   Построим   фиттингов   
X-функтор h такой, что h ∈ Locksec (f) и h<<g для 
всех g∈ Locksec (f). 
 Так как по лемме 2.3 (f*)*=f*, то 
Locksec(f*) = Locksec(f) и Locksec(f*) также яв-
ляется N-секцией. Пусть Λ – множество индек-
сов такое, что Locksec(f*) = {gλ: λ∈Λ}. Пусть 
группа G ∈ X и L ∈ f*(G). Тогда вследствие ут-
верждений 2 и 3 леммы 3.6 существует единст-
венная подгруппа Tλ ∈ gλ(G × G), удовлетворяю-
щая условию (α2) такая, что π1(Tλ) = L. Пусть Vλ – 
подгруппа из gλ(G) такая, что  
Tλ ∩ (G × 1) = Vλ × 1.                 (3.3) 
Ввиду утверждения 3 леммы 3.6 заключаем, что 
если Rλ ∈ gλ(G × G), π1(Rλ) = L и 
Rλ ∩ (G × 1) = Uλ × 1 для некоторой подгруппы 
Uλ из gλ(G), то Uλ = Vλ. Так как f* – сопряженный 
фиттингов X-функтор, то существуют элементы 
x1, …, xn группы G такие, что 
f*(G) = {Lxi: 1≤ i ≤n}. 
Тогда по лемме 3.6 получим, что Tλ(xi,xi) – единст-
венная подгруппа из gλ(G × G), удовлетворяющая 
условию (α2) такая, что π1(Tλ(xi,xi)) = Lxi (1≤ i ≤n). 
Теперь, следуя [4], построим отображение h 
Е.А. Витько 
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группы G в множество её подгрупп h(G) сле-
дующим образом: 
h(G) = {(∩λ∈ΛVλ)xi: 1≤ i ≤n}. 
Тогда множество h(G) является классом сопря-
женных подгрупп группы G. 
Покажем, что h – сопряженный фиттингов 
X-функтор. 
 Пусть α – изоморфизм группы G на группу 
K. Определим изоморфизм α1 группы G × G на 
группу K × K следующим образом: 
α1(g1,g2) = (α(g1),α(g2)), где (g1,g2) ∈ G × G. 
Так как α(f*(G)) = f*(α(G)) = f*(K) и 
L ∈ f*(G), то α(L) ∈ f*(K). Ввиду определения 
изоморфизма α1 получим π1(α1(Tλ)) = α(π1(Tλ)) =  
=α(L). Пусть (α(t1),α(t2)) ∈ α1(Tλ). Тогда 
(t1,t2) ∈ Tλ, и по определению 1.1 элемент 
(t1,t1-1) ∈ Tλ. Но тогда  
(α(t1),α(t1-1)) = (α(t1),α(t1)-1) ∈ α1(Tλ). 
Следовательно, подгруппа α1(Tλ) удовлетворяет 
условию (α2). Так как Tλ ∩ (G × 1) = Vλ × 1 для 
некоторой подгруппы Vλ из gλ(G), то 
α1(Tλ) ∩ (K × 1) = α(Vλ) × 1, где α(Vλ) ∈ α(gλ(G)) = 
= gλ(α(G))=gλ(K). Кроме того, f*(G)={Lxi: 1≤ i ≤n}. 
Следовательно,  
f*(K) = {α(Lxi): 1≤ i ≤n} = {α(L)α(xi): 1≤ i ≤n}. 
Тогда по определению отображения h получим  
h(α(G)) = h(K) = {(∩λ∈Λα(Vλ))α(xi): 1≤ i ≤n} = 
= {α(∩λ∈ΛVλxi): 1≤ i ≤n} = α(h(G)). 
Пусть N ⊴ G. Тогда N × N ⊴ G × G и 
Tλ ∩ (N × N) ∈ gλ(N × N). Кроме того, с учетом 
равенства (3.3) получим  
Tλ ∩ (N × 1) = (Vλ ∩ N) × 1. 
Пусть (x1,x2) ∈ Tλ ∩ (N × N). Тогда (x1,x2) ∈ 
Tλ, и так как Tλ удовлетворяет условию (α2), то 
(x1,x1-1) ∈ Tλ. Кроме того, (x1,x2) ∈ N × N. Следо-
вательно, x1∈N. Но тогда x1-1∈N и (x1,x1-1)∈N × N. 
Таким образом, (x1,x1-1) ∈ Tλ ∩ (N × N) и под-
группа Tλ ∩ (N × N) удовлетворяет условию (α2). 
Кроме того,  
π1(Tλ ∩ (N × N)) = π1(Tλ) ∩ N = L ∩ N ∈ f*(N). 
Следовательно,  
(∩λ∈ΛVλ)∩ N = ∩λ∈Λ(Vλ ∩ N) ∈ h(N) 
и h(G) ∩ N ⊆ h(N). Но так как h(N) – класс со-
пряженных подгрупп группы N, то 
h(G) ∩ N = h(N). Таким образом, h – сопряжен-
ный фиттингов X-функтор. 
Покажем, что h ∈ Locksec (f*). Так как по 
доказанному h – сопряженный фиттингов X-фун-
ктор, то h удовлетворяет условию (α2) по лемме 
1.4. Пусть G ∈ X и W – подгруппа из f*(G × G), 
удовлетворяющая условию (α2). Тогда 
π1(W) = π2(W) по лемме 1.2. Пусть λ∈Λ и Zλ – 
подгруппа из gλ(G4), удовлетворяющая условию 
(α4), такая, что π4,2(Zλ) = W, где π4,2 – проекция 
подгруппы из G4 на первые две компоненты. По-
ложим  
Zλ ∩ (G × G × 1 × 1) = Tλ × 1 × 1.      (3.4) 
Тогда Tλ ∈ gλ(G × G). Если (t1,t2) ∈ Tλ, то 
(t1,t2,1,1) ∈ Tλ × 1 × 1. Из равенства (3.4) получа-
ем, что (t1,t2,1,1) ∈ Zλ. Но группа Zλ удовлетворя-
ет условию (α4). Следовательно, (t1,t1-1,1,1) ∈ Zλ. 
Кроме того, из равенства (3.4) следует, что 
(t1,t2,1,1) ∈ G × G × 1 × 1. Значит, t1 ∈ G. Но тогда 
t1-1 ∈ G и (t1,t1-1,1,1) ∈ G × G × 1 × 1. Отсюда сле-
дует (t1,t1-1,1,1) ∈ Zλ ∩ (G × G × 1 × 1) и 
(t1,t1-1) ∈ Tλ. Таким образом, группа Tλ удовле-
творяет условию (α2). Следовательно, 
∩λ∈ΛTλ ∈ h(G × G). Пусть π4,1 – проекция под-
группы из G4 на первую компоненту. Тогда вви-
ду леммы 2.2 получаем π4,1(Zλ) = π1(Tλ). Но так 
как π4,1 = π1°π4,2, то π1(Tλ) = π1(W) для всех λ∈Λ. 
Положим Tλ ∩ (G × 1) = Vλ × 1, где Vλ ∈ gλ(G). 
Тогда по лемме 1.5 следует, что 
( ) ( ) ( )1 1, :T V V x x x Wλ λ λ π−= × ∈ . Так как Tλ ≤ W 
для всех λ∈Λ, то π1(∩λ∈ΛTλ) = π1(Tλ). Значит, 
π1(∩λ∈ΛTλ) ∈ f*(G) и h ∈ Locksec(f*) = Locksec(f). 
 Кроме  того,  из  построения  фиттингова   
X-функтора h следует, что h <<gλ для всех 
gλ ∈ Locksec(f*) = Locksec(f). 
Это означает, что N-секция Локетта Lock-
sec (f) сопряженного фиттингова X-функтора f 
содержит наименьший по сильному вложению 
элемент f* = h. Теорема доказана. 
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